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4.4 遍歴電子系の秩序

〇今回の内容� �
遍歴電子系における磁気秩序や電荷秩序について扱っていく。4.4.4「磁気不安定

性」では, Hubbard模型におけるスピン磁化率を求め, 有限温度で磁気秩序が発

生する条件を導出する。このとき, 振動磁場下の常磁性状態で議論していく一方,

4.4.5「磁気秩序」では, 実際にゼロ磁場下の磁気秩序状態を仮定し, 有限温度で

磁気秩序が発生する条件について再度, 議論する。4.4.6「電荷秩序」では, 電荷

秩序や軌道秩序が発生する条件について磁気秩序のときと同様に考察していく。� �
4.4.4 磁気不安定性
　

◆Hubbard模型

前節でみたように，金属において, 電子間にはたらく Coulomb相互作用は, 他の電

子やイオンによる静電遮蔽により有効的に短距離的になる*1。このような遮蔽された

電子相互作用を, Wannier軌道を用いたサイト表示で一般的に表すと,

Hint =
1

2

∑
ij

Vi−jninj , ni ≡
∑
σ

a†iσaiσ (4.108)

この Fourier変換は,

Hint =
1

2N0

∑
q

Vqnqn−q, Vq =
∑
R

VRe−iq·R (4.109)

*1 金属中の電子の平均距離が大体 1 Å だとすると、電子間の Coulomb 斥力の大きさは 1 Ry

(∼ 13.6 eV) にもなるはずである。それでも, なお金属状態が普遍的に見られる理由の 1 つがこの
遮蔽効果である。他の理由に, 「自由な 1 粒子状態から Coulomb 斥力の相互作用を徐々に加えて
行っても, 結局はもとの 1粒子状態と定性的に変わらない状態 (準粒子)になる」という Landauに
よるフェルミ液体理論などがある。これに対抗する概念が 5 章で学習するMott 絶縁体（電子相関
によって生じる絶縁体）である [1]。
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である。

〇 (4.108)の Fourier変換の具体的な計算

aiσ ≡ 1√
N0

∑
k e

+ik·riakσ を定義すれば, (4.108)の Fourier変換は*2

1

2

∑
ij

Vi−jninj =
1

2

∑
iσσ′

∑
R

VRa
†
iσaiσa

†
i+Rσ′ai+Rσ′　 (∵ R ≡ i− j)

=
∑
iσσ′

∑
R

∑
k1,k2,k3,k4

1

2N2
0

ei{−k1·i+k2·i−k3·(i+R)+k4·(i+R)}VRa
†
k1σ

ak2σa
†
k3σ′ak4σ′

=
1

2

∑
σσ′

∑
R

∑
k1,k2,k3,k4

δ (k1 − k2 + k3 − k4)
1

N0
e−i(k3−k4)·RVRa

†
k1σ

ak2σa
†
k3σ′ak4σ′

=
1

2

∑
σσ′

∑
R

∑
k2,k3,k4

1

N0
e−i(k3−k4)·RVRa

†
k2−k3+k4σ

ak2σa
†
k3σ′ak4σ′

=
1

2N0

∑
σσ′

∑
R

∑
k2,q,k4

e−iq·RVRa
†
k2+qσak2σa

†
k4−qσ′ak4σ′　 (∵ q ≡ k4 − k3)

=
1

2N0

∑
σσ′

∑
R

∑
q

VRe
−iq·Rnqσn−qσ′　　

(
∵ nqσ ≡

∑
k

a†k+qσakσ

)

=
1

2N0

∑
q

Vq

∑
σσ′

nqσn−qσ′　

(
∵ Vq =

∑
R

VRe−iq·R

)

=
1

2N0

∑
q

Vqnqn−q　 (∵ nq ≡ nq↑ + nq↓)

ここで, ∑
σσ′

nqσn−qσ′ = nq↑n−q↑ + nq↑n−q↓ + nq↓n−q↑ + nq↓n−q↓

= (nq↑ + nq↓)(n−q↑ + n−q↓)

= nqn−q

を用いた。
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以下では, Vi − j = Uδi, j（つまり, オンサイト斥力）とし, 1粒子ホッピング項*3 も

考慮した最も簡単なHubbard模型を考える。

H =
∑
kσ

ξka
†
kσakσ + U

∑
i

ni↑ni↓, niσ ≡ a†iσaiσ (4.110)

i サイトの相互作用項は, 粒子数 ni ≡ ni↑ + ni↓ とスピン分極の z 成分 Si ≡
(ni↑ − ni↓)/2または横成分 S+

i = a†i↑ai↓, S
−
i = a†i↓ai↑ を用いて

ni↑ni↓ =
1

4
n2
i − Sz2

i = −1

2

(
S+
i S−

i + S−
i S+

i

)
+

1

2
ni (4.111)

と表される。すなわち, U > 0 の Hubbard 型のオンサイト斥力は, (4.108) の

Coulomb斥力に加えて, スピン Si の情報も加わり, 電荷については斥力, 磁気につい

て引力として働くことが分かる。

*2 計算結果を TeX に打ち込んでいる途中で, 添え字のベクトルが太字になっていないことに気づい
た。書き換えるのが面倒なのでご了承いただきたい。

*3 第 3章で学習したが, (4.110)の第一項のように

H =
∑
nk

ϵnka
†
knakn (3.13)

の形のハミルトニアンは

ϵnk =
∑
αβ

U
(k)∗
αn hαβ

k U
(k)
βn , hαβ

k ≡
∑
R

e−ik·(R+α−β)tαβ
R (3.22)

a†jα =
1

√
N0

∑
nk

U
(k)∗
αn e−ik·(j+α)a†kn (3.23)

a†kn =
1

√
N0

∑
αj

U
(k)
αn eik·(j+α)a†jα (3.24)

を用いれば,

H =
∑
ij

∑
αβ

tαβ
ij a†iαajβ =

∑
jR

∑
αβ

tαβ
R a†j+Rαajβ (3.25)

のようなホッピングを用いた形に書き換えれる。
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〇 (4.111)の具体的な計算

ni ≡ ni↑ + ni↓ と 2Sz
i ≡ (ni↑ − ni↓)から,

ni + 2Sz
i = 2ni↑

ni − 2Sz
i = 2ni↓

よって,

ni↑ni↓ =
1

4
(ni + 2Sz

i )(ni − 2Sz
i ) =

1

4
n2
i − Sz2

i

また, スピンの横成分 S+
i = a†i↑ai↓, S

−
i = a†i↓ai↑ については,

− 1

2

(
S+
i S−

i + S−
i S+

i

)
+

1

2
ni

=− 1

2
(a†i↑ai↓a

†
i↓ai↑ + a†i↓ai↑a

†
i↑ai↓) +

1

2
(a†i↑ai↑ + a†i↓ai↓)

= +
1

2
(a†i↑ai↓ai↑a

†
i↓ + ai↑a

†
i↓a

†
i↑ai↓) +

1

2
(a†i↑ai↑ + a†i↓ai↓)

=− 1

2
(a†i↑ai↑ai↓a

†
i↓ + ai↑a

†
i↑a

†
i↓ai↓) +

1

2
(a†i↑ai↑ + a†i↓ai↓)

=− 1

2
{a†i↑ai↑(1− a†i↓ai↓) + (1− a†i↑ai↑)a

†
i↓ai↓}+

1

2
(a†i↑ai↑ + a†i↓ai↓)

=a†i↑ai↑a
†
i↓ai↓

=ni↑ni↓

であるから, (4.111)が成り立つ。
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◆RPAによるスピン感受率

Hubbard 模型の磁気秩序を RPA 近似（乱雑位相近似, Random Phase Approxi-

mation）*4で取り扱ってみよう。書き換えた相互作用項に平均場近似をほどこす。

U
∑
i

ni↑ni↓ =
U

N0

∑
q

(
1

4
nqn−q − Sz

qS
z
−q

)
≃ −2U

N0

∑
q

Sz
−qmq (4.112)

ここでmq =
⟨
Sz
q

⟩
とした。

〇 (4.112)の具体的な計算

Vi − j = Uδi, j なので, VR = UδR, 0。 (4.109)から

Vq =
∑
R

VRe−iq·R =
∑
R

UδR, 0e
−iq·R = U

∴ Hint =
1

2N0

∑
q

Vqnqn−q =
U

2N0

∑
q

nqn−q

また, (4.108)から

Hint =
1

2

∑
ij

Vi−jninj =
1

2

∑
ij

Uδi, jninj =
U

2

∑
i

n2
i

∴
∑
i

n2
i =

1

N0

∑
q

nqn−q

スピン Si についても同様に計算を行うと, Sz
q ≡

∑
σ σnqσ/2 = (nq↑ − nq↓)/2

を用いて ∑
i

Sz2
i =

1

N0

∑
q

Sz
qS

z
−q

が示せる。よって,

U
∑
i

ni↑ni↓ = U
∑
i

(
1

4
n2
i − Sz2

i

)
=

U

N0

∑
q

(
1

4
nqn−q − Sz

qS
z
−q

)

*4 時間変化を伴い振動数 ω に依存する平均場近似。
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ここで, スピン密度演算子 Sz
q を

Sz
q = mq + (Sz

q −mq) = mq + δSz
q

という、平均値 mq =
⟨
Sz
q

⟩
とそれからの揺らぎ δSz

q = Sz
q − mq で書き表す。

この表式を U
∑

i ni↑ni↓ に代入して, 揺らぎの二次を無視して, Sz
q の項だけを残

すと,

U
∑
i

ni↑ni↓ ≈ − U

N0

∑
q

Sz
qS

z
−q

= − U

N0

∑
q

(
mq + δSz

q

) (
m−q + δSz

−q

)
= − U

N0

∑
q

(
mqm−q +mqδS

z
−q +m−qδS

z
q + δSz

q δS
z
−q

)
≈ − U

N0

∑
q

{
mqm−q +mq(S

z
−q −m−q) +m−q(S

z
q −mq)

}
≈ − U

N0

∑
q

(
mqS

z
−q +mqS

z
q

)
= −2U

N0

∑
q

Sz
−qmq

となる。*5

*5 Coulomb相互作用 Hint =
1

2N0

∑ ̸=0
q Vqnqn−q を Fock項を無視する平均場近似で

Hint ∼
1

N0

∑
q

Vq ⟨n−q⟩nq −
1

2N0

∑
q

Vq ⟨nq⟩ ⟨n−q⟩　

となるので, − U
N0

∑
q Sz

qS
z
−q に対して同様の計算を行えば,

−
U

N0

∑
q

Sz
qS

z
−q ∼

2U

N0

∑
q

⟨
Sz
−q

⟩
Sz
q −

U

N0

∑
q

⟨
Sz
q

⟩ ⟨
Sz
−q

⟩
　

となる。つまり, Fock項を無視する平均場近似を行い, Sz
q の項だけを残せば (4.112)を得る。
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次に, 線型応答理論を使って, スピン感受率を求めてみることにする*6。

〇 1.3 線形応答理論の復習

線型応答理論によれば, 外場 Hex = −BF (t) = −BF0e
δte−iωt が存在すると

き, この外場に誘起される演算子 Aの量子統計平均 A(t)は

χR
AB(t) ≡

i

ℏ
θ(t)⟨[Ã(t), B]⟩ (1.102)

を導入すると

A(t) =

∫ ∞

−∞
dt′χR

AB (t− t′)F (t′) (1.103)

=

∫ ∞

−∞
dt′χR

AB (t− t′)F0e
−i(ω+iδ)t′

= F0e
−i(ω+iδ)t

∫ ∞

−∞
dt′χR

AB (t− t′) ei(ω+iδ)(t−t′)

= χR
AB(ω)F (t) (1.104)

ここで, Ã(t) = eiHt/ℏAe−iHt/ℏ であり, 複素感受率 χR
AB(ω)を導入した。

χR
AB(ω)　 ≡

∫ ∞

−∞
dtχR

AB(t)e
i(ω+iδ)t (1.105)

=
i

ℏ

∫ ∞

0

dt⟨[Ã(t), B]⟩ei(ω+iδ)t (1.106)

これを使って, RPAの感受率を求める。

*6 同様の方法で, 電荷密度 ⟨nq⟩を誘起する外場 ϕ(q, ω)を考えれば, 電荷感受率

⟨nq⟩ = χR
c (q, ω)ϕq , χR

c (q, ω) ≡
2χR

0 (q, ω)

1 + 2 (Vq/N0)χR
0 (q, ω)

(4.104)

も求まる。
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波数 q, 振動数 ω で変化する磁場 hi(t) = hqe
i(q·i−ωt) に対して, 外場は

−Sz
−qhqe

−iωt *7である。このとき,
⟨
Sz
q′

⟩
= mq′e−iωtδq′,q が誘起されるので, 外場

と平均場の和

−BF (t) = −Sz
−qhqe

−iωt − 2U

N0

∑
q′

Sz
−q′

⟨
Sz
q′
⟩

= −Sz
−qhqe

−iωt − 2U

N0

∑
q′

Sz
−q′mq′e−iωtδq′,q

= −Sz
−q

(
hq +

2U

N0
mq

)
e−iωt

に対する線形応答は,⟨
Sz
q

⟩
= F (t)

i

ℏ

∫ ∞

0

dt⟨[S̃z
q (t), B]⟩eiωt

= e−iωt i

ℏ

∫ ∞

0

dt⟨[S̃z
q (t),−Sz

−q

(
hq +

2U

N0
mq

)
]⟩eiωt

= −
(
hq +

2U

N0
mq

)
e−iωt i

ℏ

∫ ∞

0

dt⟨[S̃z
q (t), S

z
−q]⟩eiωt

ここで, 相互作用のない系（今考えている平均場がない系）のスピン感受率および

Lindhard関数

χR,µν
s (q, ω) = − i

ℏ

∫ ∞

0

dt⟨[S̃µ
q (t), S

ν
−q]⟩eiωt

=
⟨⟨
sµq ; s

ν
−q

⟩⟩
=

1

2
χR
0 (q, ω)δµ,ν (3.71)

χR
0 (q, ω) ≡ −

∑
k

f (ξ−)− f (ξ+)

ℏ(ω + iδ) + ξ− − ξ+
(3.72)

を用いると ⟨
Sz
q

⟩
= χR,µν

s (q, ω)

(
hq +

2U

N0
mq

)
e−iωt

*7 教科書では −m−qhqe−iωt と記述があるが, ここでは −Sz
−q の平均値をとる前の −Sz

−qhqe−iωt

を採用する。
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mqe
−iωt =

1

2
χR
0 (q, ω) [hq + 2 (U/N0)mq] e

−iωt

mq =
1

2
χR
0 (q, ω) [hq + 2 (U/N0)mq]

→ mq = χR
s (q, ω)hq, χR

s (q, ω) ≡
1

2

χR
0 (q, ω)

1− (U/N0)χR
0 (q, ω)

(4.113)

とスピン感受率 χR
s (q, ω)が求まる*8。

◆ Stoner条件

自発磁化の発生は, χR
s (q, 0)が発散する条件から決定される。通常, χR

0 (q, 0)は降

温とともに単調増加するので, χR
0 (q, 0)が最大値をとる波数をQとして,

χR
0 (Q, 0)U/N0 ≧ 1

の条件を満たすとき, 磁気秩序が発生する。例えば, Q = 0の強磁性の場合, Fermiエ

ネルギーより十分低温 (T → 0)で χR
0 (0, 0)は,

χR
0 (q → 0, ω = 0) =

∑
k

(
−df

dξ

)
≃
∑
k

δ (µ− ϵk) = ρσ(µ) ≡ ρF (3.73)

と Fermi準位での状態密度 ρF に達するので, 有限温度で強磁性が発生する条件は

ρFU/N0 > 1

ということになる。この条件を Stoner条件といい, ρF が大きいほど強磁性が実現し

やすいと言える。(4.113)におけるスピン感受率 χR
s (0, 0) を増強させる分母の因子を

*8 相互作用のない系では, mq = 1
2
χR
0 (q, ω)hq となるが, 相互作用 U によってこの形になる。局在

スピン系においても, 相互作用 Jµ
q によって感受率が

χµ(q) =
χµ
0

1− χµ
0J

µ
q

(4.21)

という式で表されたことを思い出してほしい。
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Stoner因子という。*9 様々な単体金属における相互作用 U , 状態密度 ρF, Stoner因

子を図に示す [2]。よく知られた強磁性体の鉄 (Fe), コバルト (Co), ニッケル (Ni) が

Stoner条件を満たしていることがわかる。

図: 様々な単体金属における (a)相互作用 U , (b)状態密度 ρF, (c)Stoner因子 [2]。

*9 静的な磁場 H に対して

⟨nσ⟩ =
∫ ∞

−∞
dεN (ε− µBHσ + Umσ) f(ε)

を用いて, 磁化をm = (⟨n↑⟩ − ⟨n↓⟩)/2 とすれば, 感受率は χ = limH→0 (−2µBm/H)から

χ = χ0

(
1 + U

χ

2µ2
B

)
　→ χ =

χ0

1− Uχ0/2µ2
B

と磁化率が比較的簡単に求まる。χ0 = 2µ2
B

∫∞
−∞ dε

[
− ∂f(ε)

∂ε

]
ρ(ε)であり, T → 0で→ 2ρFµ

2
B

となる。この式からも, Stoner 条件を導出できる。今回の RPA の計算では, 時間変化を伴い振動
数 ω に依存する動的感受率を求めたので, RPAの感受率はこの χよりも一般的な量だといえる。
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◆ 2次元格子の χR
0 (Q, 0)の構造

χR
0 (Q, ω)の構造は, エネルギーバンド構造 ϵk と電子数密度 n = Ne/N0 に依存す

る。例えば, 2 次元正方格子（格子定数 a）の最近接ホッピング（−t）のみのエネル

ギーバンド ϵk = −2t(cos kxa + cos kya) では*10, n = 1（half-filling: µ = 0）で強

いネスティングに起因した状態密度が対数発散（∝ − ln ϵ）する。また, χR
0 (Q, 0)は

Q = (π/a, π/a) で最大値を取り, (lnT )2 に比例して*11 , 対数発散する（図 4.12）。

したがって, 平均場近似の範囲では, 無限小の U であっても有限温度でQに対応する

反強磁性（いわゆるスピン密度波, SDW）が発生することになる。

*10 (3.22)において U
(k)∗
αn = δα,0, U

(k)
βn = δβ,0, t

αβ
R = −t(δR,(a,0,0) + δR,(−a,0,0) + δR,(0,a,0) +

δR,(0,−a,0))とすると,

ϵnk =
∑
αβ

U
(k)∗
αn

∑
R

e−ik·(R+α−β)tαβ
R U

(k)
βn

=
∑
R

e−ik·Rtαβ
R = −t(eikxa + e−ikxa + eikya + e−ikya)

= −2t(cos kxa+ cos kya)

*11 教科書の p. 97では, ξk+Q = −ξk が成り立つとき, fk+Q − fk = tanh(βξk/2)より

χR
0 (Q, 0) = −

∑
k

fk − fk+Q

ξk − ξk+Q
=
∑
k

tanh (βξk/2)

2ξk

χR
0 (Q, 0)

ρF
≃
∫ ξc

0
dξ

tanh(βξ/2)

ξ
=

∫ βϵc/2

0
dx

tanhx

x

≃ ln

(
βϵc

2

)
−
∫ ∞

0
dx

lnx

cosh2 x
= ln

(
2ϵceγ

πkBT

)
となり低温で − lnT に比例して対数発散すると記述がある。これは, 今考えている 2次元正方格子
（ξk+Q = ξk が成り立つ）で (lnT )2 に比例するということと矛盾している。おそらく, Fermi準位
に十分近い領域で |ξk| ≤ ϵc で和を評価し, 状態密度がその領域で一定であると仮定したためである
と思われる（多分）。実際に, 状態密度 ρ(ξ) ∝ − ln ξ を考慮して計算すると

χR
0 (Q, 0) =

∑
k

tanh (βξk/2)

2ξk
=

∫ 4t

−4t
dξρ(ξ)

tanh(βξ/2)

ξ

∝ −
∫ 2βt

−2βt
dx ln

(
2x

β

)
tanhx

x
∝ (lnβ)2 ∝ (lnT )2

まぁ, ただ, どちらの計算も低温で発散するという結果がでてるけど。 とりあえず, 図に − lnT と
(lnT )2 の比較を示しておく。
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図: 2次元正方格子 ϵk = −2t(cos kxa+ cos kya)の等エネルギー面 (t = a = 1)。

図: − lnT および (lnT )2。
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図 4.12: 2次元格子の χR
0 (Q, 0)の q および T 依存性（t = α = 1）。

4.4.5 磁気秩序
4.4.4でみたように, 常磁性状態の χR

s (q, 0)がある波数Q, 転移温度 T0 で発散した

とする。T0 以下では, 自発的な秩序が発生する。4.4.4では, 常磁性状態（つまり, ま

だ秩序状態を考えてない）のスピン磁化率から秩序状態が発生する条件を議論したが,

この節は初めから（ゼロ磁場下での）秩序状態を仮定して議論をすすめ, 秩序状態が

発生する条件について再度, 考察していくこととする。

◆強磁性秩序

まず, Q = 0の z 方向の強磁性状態を考える。平均場ハミルトニアン*12 は

HMF =
∑
kσ

(ξk − Um0σ) a
†
kσakσ (4.114)

である。次に, 自己無撞着方程式を導出するために, Green関数を求める。

*12 2Sz
q ≡

∑
σ σnqσ =

∑
kσ σa†k+qσakσ であり, mq = N0m0δq,0 とすると平均場 (4.112)は

−
2U

N0

∑
q

Sz
−qmq = −U

∑
q

∑
kσ

σa†k+qσakσm0δq,0 = −
∑
kσ

Um0σa
†
kσakσ

となる。
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〇 3.3.3 相互作用のないGreen関数の復習

相互作用のない系

H =
∑
ij

(tij − µδi,j) a
†
iaj (3.51)

の Green関数（松原 Green関数の Fourier級数の展開級数）GT
ij(ωn)は,∑

k

Mik (ωn)G
T
kj (ωn) = δi,j , Mij (ωn) ≡ (iℏωn + µ) δi,j − tij (3.53)

を満たす。 Mij を (i, j)要素にもつ行列をM(ωn)とすれば, M(ωn)の逆行列を

用いて

GT
ij (ωn) =

[
M−1 (ωn)

]
ij

(3.54)

である。

系に並進対称性があり, (3.51) を対角化する基底 i = k を用いれば, GT
ij (ωn)

も対角成分だけ値をもち*13

GT
n (k, ωn′) =

1

iℏωn′ − ξnk
(3.55)

となる。平均値
⟨
a†jai

⟩
は

⟨
a†jai

⟩
=

1

β

∞∑
n=−∞

GT
ij (ωn) e

iωn0+ (3.56)

のように松原 Green関数の和で表すことができ, 種々の平均場近似を行う際に有

用である。特に, i = kの対角基底では, i = j の平均値のみ値をもち

⟨
a†knakn

⟩
=

1

β

∞∑
n′=−∞

eiωn′0+

iℏωn′ − ξnk
= fnk (3.57)

となる。ここで, fnk = f(ξnk)である。
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強磁性状態の平均場ハミルトニアン (4.114) の Green 関数は, i = (k, σ), j =

(k′, σ′), tij = (ϵk − Um0σ)δ(k,σ),(k′,σ′) であるから, (3.55) に対して ξnk → ξnk −
Um0σ の置き換えをすればよくて

GT
σ (k, ωn) =

1

iℏωn − ξnk + Um0σ

となる*14 。よって, 平均値
⟨
a†jai

⟩
を得るための公式 (3.56), (3.57)を用いると

m0 =
1

2N0

∑
kσ

σ
⟨
a†kσakσ

⟩
=

1

2βN0

∑
nkσ

σGT
σ (k, ωn) e

iωn0+

=
1

N0

∑
k

f (ξk − Um0)− f (ξk + Um0)

2

(4.115)

と自己無撞着方程式が得られる*15 。Curie 温度 Tc を決める方程式は, T → Tc で

m0 → 0より, 一般の xの関数 f(x)について, δx → 0のとき, f(x+ δx)− f(x) →
(df/dx)δxであることを用いると

1 =
U

N0

∑
k

(
− ∂f

∂ξk

)
T=Tc

(4.116)

*13 i = k, j = k′, tij = ϵnkδk, k′ , ξnk ≡ ϵnk − µ とすると, H =
∑

k ξnka
†
knakn となり,

M(ωn) =

· · · k · · ·
...
k
...


. . . 0

Mk,k

0
. . .


に対して, GT

n (k, ωn) = [M(ωn)−1]k, k を計算している。
*14 具体的には

M(ωn) =

(k1, ↑) (k1, ↓) (k2, ↑) (k2, ↓) · · ·
(k1, ↑)
(k1, ↓)
(k2, ↑)
(k2, ↓)

...


M(k1,↑),(k1,↑) 0 0 0 · · ·

0 M(k1,↓),(k1,↓) 0 0 · · ·
0 0 M(k2,↑),(k2,↑) 0 · · ·
0 0 0 M(k2,↓),(k2,↓)
...

...
... 0

. . .


に対して, GT

σ (k, ωn) = [M(ωn)−1](k,σ),(k′,σ′) を計算している。
*15 つまり, ⟨nσ⟩ =

∑
k f(ξk − σUm0)としたときm0 = (⟨n↑⟩ − ⟨n↓⟩)/(2N0)である。
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となる。(3.73) より, T → 0 で右辺は ρFU/N0 であり,
∑

k

(
− ∂f

∂ξk

)
T ̸=0

< ρF な

ので, 有限温度で強磁性が生じる条件は 4.4.4 の Stoner 条件と一致する。(3.73) よ

り,
∑

k

(
− ∂f

∂ξk

)
= χR

0 (q → 0, 0) に注意すれば, 強磁性状態を仮定して導出した

(4.116)の条件は, (4.113)の分母がゼロ, すなわち常磁性状態の磁化率 χR
s (q → 0, 0)

が T = Tc で発散する条件に一致する。したがって, 常磁性状態の磁化率が発散する

条件から求めた Tc と強磁性状態が消失する条件からもとめた Tc は一致する。この

ことは自明のように思えるが, あらゆる近似で両者が一致する保証はない（平均場近

似ってすごいね！）。両者が一致する条件は保存近似として知られており, 平均場近似

は保存近似である。

遍歴電子系では, 与えられた電子数密度 n ≡ Ne/N0 になるように, ξk = ϵk − µに

含まれる化学ポテンシャル µを (T,U, n)ごとに求める必要があり, その条件は

n =
1

N0

∑
kσ

⟨
a†kσakσ

⟩
=

1

βN0

∑
nkσ

GT
σ (k, ωn) =

1

N0

∑
kσ

f (ξk − Um0σ) (4.117)

一般的な電子構造 ϵk の場合は解析的に解けないので, 自己無撞着方程式 (4.115)と化

学ポテンシャル µを求める条件 (4.117)を数値的に解く必要がある。

◆反強磁性秩序

次に反強磁性について考える。秩序ベクトルを Q ̸= 0 とし, 簡単のため 2Q と 0

は等価な点であるとする。p ≡ k +Qとして平均場ハミルトニアンは,

HMF =
MBZ∑
kσ

(
a†kσ a†pσ

)(
ξk −UmQσ

−UmQσ ξp

)(
akσ
apσ

)
(4.118)

となる*16 。反強磁性の場合, MBZ（磁気 Brillouin 域）は元の BZ（Brillouin 域）

*16 つまり, HMF =
∑MBZ

kσ {(ξka†kσakσ + ξpa
†
pσapσ) − UmQσ(a

†
pσakσ + a†kσapσ)} である。

(4.110) の 1 粒子ホッピング項を
∑

kσ ξka
†
kσakσ =

∑MBZ
kσ (ξka

†
kσakσ + ξpa

†
pσapσ) と置き換

えている。mq = N0mqδq,Q とすると平均場 (4.112)は

−
∑
kσ

UmQσa
†
k+Qσakσ = −

MBZ∑
kσ

UmQσ(a
†
k+Qσakσ + a†k−Qσakσ)

となる。
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の体積の半分なので, 和の内容が MBZ に関して周期的ならば,
∑MBZ

k = (1/2)
∑

k

としてよい。このハミルトニアンより Green 関数は, i = (k, σ), j = (k′, σ′),

tij = ϵkδ(k,σ),(k′,σ′) − Um0σ{δ(k+Q,σ),(k′,σ′) + δ(k−Q,σ),(k′,σ′)}なので,

GT
σ (k, ωn) =

(
iℏωn − ξk UmQσ
UmQσ iℏωn − ξp

)−1

(4.119)

であり*17 , 強磁性のときと同じように自己無撞着方程式は

mQ =
1

2N0

∑
kσ

σ
⟨
a†pσakσ

⟩
=

1

2N0

MBZ∑
kσ

σ
[⟨
a†pσakσ

⟩
+
⟨
a†p+Qσapσ

⟩]
=

1

2βN0

MBZ∑
nkσ

σ
{[
GT

σ (k, ωn)
]
12

+
[
GT

σ (k, ωn)
]
21

}
eiωn0+

= mQ
U

N0

∑
k

f
(
ξ−k
)
− f

(
ξ+k
)

2Sk

(4.120)

となる。ここで, ξ±k = (ξk + ξp) /2± Sk, Sk ≡
√

(ξk − ξp)
2
/4 + U2m2

Q である。

*17 (3.53)の定義から求めたM(ωn)

M =

(k1, ↑) (k1, ↓) · · · (k1 +Q, ↑) · · ·
(k1, ↑)

(k1, ↓)
...

(k1 +Q, ↑)
(k1 +Q, ↓)

...



M(k1,↑),(k1,↑) 0 · · · M(k1+Q,↑),(k1,↑) 0

0 M(k1,↓),(k1,↓) · · · 0
. . .

...
...

. . .
...

M(k1,↑),(k1+Q,↑) 0 M(k1+Q,↑),(k1+Q,↑) · · ·
0 M(k1,↓),(k1+Q,↓) 0

... 0
. . .

...
. . .


のうち（この行列は 4つの対角行列から成る）, 以下の 4成分を取り出した行列で計算している。

(k, σ) (k +Q, σ)

(k, σ)
(k +Q, σ)

 iωn − ξk UmQσ

UmQσ iωn − ξk + Q
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〇 (4.120)の具体的な計算

補足事項 A.4 と比較して, ξ1 = ξk, ∆ = UmQσ, ξ2 = ξp と考えればよい。

(A.64)から,

β−1
∑
n

GT
σ (k, ωn)e

iωn0+ =

(
⟨a†kσakσ⟩ ⟨a†pσakσ⟩
⟨a†kσapσ⟩ ⟨a†pσapσ⟩

)

= f
(
ξ+
)( u2 uveiϕ

uve−iϕ v2

)
+ f

(
ξ−
)( v2 −uveiϕ

−uve−iϕ u2

)
である。よって,⟨

a†pσakσ
⟩
+
⟨
a†kσapσ

⟩
= uv(eiϕ + e−iϕ){f(ξ−)− f(ξ+)}∑

σ

[⟨
a†pσakσ

⟩
+
⟨
a†kσapσ

⟩]
= 2uv(eiϕ + e−iϕ){f(ξ−)− f(ξ+)}

(∵ uveiϕ|σ=↑ = −uveiϕ|σ=↓)

よって, [uv(eiϕ + e−iϕ)]−1 =
√

(ξk − ξp)
2
/4 + U2m2

Q ≡ Sk および ξ± =

(ξ1 + ξ2 ±
√

(ξ1 − ξ2)
2
+ 4|∆|2)/2 ≡ ξ±k を導入して

∑MBZ
k = (1/2)

∑
k を用い

れば (4.120)が導ける。

図 4.13に 2次元正方格子模型の常磁性および反強磁性状態における遅延 Green関

数のスペクトル強度を示す。反強磁性状態では, ξk と ξk+Q の分散関係が混ざるため,

ξk = ξk+Q を満たす k付近にギャップが生じる*18。また, (1, 1)成分は, ak 粒子に対

する強度に対応するので*19, ℏω = ϵk で強く, ℏω = ϵk+Q で弱い。(2, 2) 成分は ap

粒子の強度であり, (1, 1)成分の場合と逆になる。

*18 その k（例えば 2 次元正方格子模型の half-filling, µ = 0 の場合, k = (π/a, 0) のことであり,

Fermi面上の波数である。）では, ξ±k = ξk ±UmQσ となる。つまり, BCSの平均場ハミルトニア
ンのエネルギー固有値と比較すれば, UmQσ は超伝導の BCS ギャップ ∆ に対応しているのだろ
う。

*19 (A.62)のように表され, この場合の u2 と u2 は, ξ+k と ξ−k のバンドに ak 粒子が含まれる割合を
表している。
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(4.115)の強磁性の Curie温度 Tc を求めたときと同様に, Néel温度 TN を決める自

己無撞着方程式は, T → TN でmQ → 0より

1 =
U

N0

∑
k

f (ξk+Q)− f (ξk)

ξk − ξk+Q
=

U

N0
χR
0 (Q, 0) (4.121)

この場合も (4.113)の χR
s (Q, 0)が T = TN で発散する条件と一致している（つまり,

平均場は保存近似である）。

また, 強磁性のときの (4.117) と同様に, 粒子数密度 n を決める条件は, (A.64) を

用いて

n =
1

N0

∑
kσ

⟨
a†kσakσ

⟩
=

1

N0

MBZ∑
kσ

(⟨
a†kσakσ

⟩
+
⟨
a†pσ

apσ

⟩)
=

1

βN0

MBZ∑
nkσ

{[
GT

σ (k, ωn)
]
11

+
[
GT

σ (k, ωn)
]
22

}
eiωn0+

=
1

N0

∑
k

[
f
(
ξ−k
)
+ f

(
ξ+k
)]

(4.122)

ϵk = −ϵk+Q の関係があり, half-filling （n = 1）の場合, µ = 0であり, 自己無撞着

方程式は

1 =
U

N0

∑
k

tanh (βSk/2)

2Sk
, Sk =

√
ξ2k + U2m2

Q (4.123)

となる（超伝導の BCSギャップ方程式*20 に似てるね！）。

*20 超伝導の BCSギャップ方程式は

1 = V
∑
k

tanh (βEk/2)

2Ek
, Ek =

√
ξ2k +∆2

で与えられる（∆ は BCS 超伝導ギャップ, V は電子-フォノン相互作用）。やはり, UmQσ は超伝
導の BCS ギャップ ∆ に対応してそうだ。N .N. Bogoljubov の理論では Green 関数を使わずに
ギャップ方程式を導いているが, 今回の計算と同じように BCS ギャップ方程式も Green 関数を用
いて導出できる。これを実際に示したのが Gor’kovである [3]。
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図: ϵk = −2t(cos kxa+ cos kya)および ϵk+Q の分散関係 (t = a = 1)。

図 4.13: 2次元正方格子の模型 χR
0 (Q, 0)の q に対する遅延 Green関数 GR

σ (k, ω)の

スペクトル強度 (遅延 Green関数は松原 Green関数を iωn → ω + iδ の手続きで解析

接続したもの)。(a)常磁性 (U = 0)。(b)反強磁性 (U = 3t)。強度の強い曲線が分散

関係を表す。
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4.4.6 電荷秩序
これまで磁気秩序について議論してきたが, 電荷秩序についても考察していく。

(4.110)のように, Hubbard型のオンサイト斥力（VR = UδR, 0）では, どの波数 q に

おいても斥力となっている (Vq =
∑

R VRe−iq·R =
∑

R UδR, 0e
−iq·R = U > 0) の

で電荷秩序は期待できない。しかし, より長距離の電子間斥力が優勢になると, 電荷

秩序が発生する可能性が生じる。例えば, 1辺 aの単純単位格子の最近接格子間に斥

力 V がはたらく場合,

VR = V (δR,(a,0,0) + δR,(−a,0,0) + δR,(0,a,0) + δR,(0,−a,0) + δR,(0,0,a) + δR,(0,0,−a))

Vq =
∑
R

VRe−iq·R

= V (e−i cos qxa + ei cos qxa + e−i cos qya + ei cos qya + e−i cos qza + ei cos qza)

= 2V (cos qxa+ cos qya+ cos qza) (4.124)

であり, Q = (π/a, π/a, π/a)で最大の引力 (−6V < 0)が働くことが分かる。実際,

⟨nq⟩ = χR
c (q, ω)ϕq, χR

c (q, ω) ≡
2χR

0 (q, ω)

1 + 2 (Vq/N0)χR
0 (q, ω)

(4.104)

の電荷感受率は, スピン感受率 (4.113)と分母の ±が異なり, Vq が負で絶対値が最大

となる波数Qで発散する可能性がある。

同様に, 多軌道系では, m1,m2 軌道間のオンサイト斥力

Hint = U12

∑
i

nim1nim2 , nim ≡
∑
σ

a†imσaimσ (4.125)

を i サイトの電子数演算子 ni = nim1
+ nim2

と軌道占有率の差を表す演算子

di = nim1
− nim2

を用いて変形すると

Hint =
U12

4

∑
i

(nini − didi) (4.126)
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となるので, これまで 4.4.4や 4.4.5で扱ってきた 1軌道系のスピン 2Si ≡ (ni↑−ni↓)

を di = nim1 −nim2 に置き換えて同様の議論を行えば, この相互作用は軌道秩序（軌

道占有数の差の秩序*21）を引き起こす原因となることがわかる。

参考文献
[1] 小形正男 「モット転移、スピン液体、電荷秩序、超伝導 (第 53回物性若手夏の

学校 講義ノート)」 (2009年).

[2] イバッハ・リュート「固体物理学 21世紀物質科学の基礎」丸善出版（1998年）.

[3] 高野文彦 「多体問題 新物理学シリーズ 18」 培風館（1975年）.

[4] J. F. Annett ”Superconductivity, Superfluids, and Condensates” Oxford Mas-

ter Series in Physics (2004).

[5] 永井佑紀 「Hubbardモデルの RPA」 (2012年).

URL: http://park.itc.u-tokyo.ac.jp/kato-yusuke-lab/nagai/note 120323

RPA.pdf

*21 もちろん, 磁気秩序はスピン占有数の差の秩序である。
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補足事項 A.4　 2基底の相互作用のない系のGreen関数

強磁性状態 (4.114) のときの Green 関数は対角成分だけ値をもっていた。しかし,

反強磁性状態のハミルトニアン (4.118) は 2 次形式で与えられるため, Green 関数

(4.119) は非対角成分も値をもつ（BCS 理論の平均場ハミルトニアンもこれにあた

る*22）。A† ≡
(
a†1 a†2

)
として, 次のように, 2次形式でハミルトニアンが与えれると

きの Green関数を考えたい。

H = A†HA, H ≡
(

ξ1 ∆∗

∆ ξ2

)
(A.55)

一般に 2 × 2 の Hermite 行列は, 単位行列 σ0 と Pauli 行列 σ を用いて展開できる

ので

H = f0σ0 + f · σ =

(
f0 + fz fx − ify
fx + ify f0 − fz

)
f0 =

ξ1 + ξ2
2

, fx = Re∆, fy = Im∆, fz =
ξ1 − ξ2

2

(A.56)

と分解できる。この行列の固有値 ξ± と固有ベクトル x± は*23

ξ± ≡ f0 ± |f | = 1

2

(
ξ1 + ξ2 ±

√
(ξ1 − ξ2)

2
+ 4|∆|2

)
(A.57)

x+ =

(
u

veiϕ

)
, x− =

(
−ve−iϕ

u

)
u ≡

√
1 + fz/|f |

2
, v ≡

√
1− fz/|f |

2
, tanϕ =

fy
fx

(A.58)

*22 BCS近似ハミルトニアンに平均場近似すると

Ĥ =
∑
k

(
a†
k↑ a−k↓

)( ϵk − µ −∆
−∆∗ − (ϵk − µ)

)(
ak↑
a†−k↓

)

で与えられる。

*23 例えば, BCS理論の平均場ハミルトニアンの固有値は Ek = +
√

(ϵk − µ)2 + |∆|2,と −Ek。
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ここで, 規格化条件より u2 + v2 = 1 である。したがって, U ≡ (x+ x−), A ≡
UB

[
B† ≡

(
b†+ b†−

)]
とすれば, U†HU = diag (ξ+, ξ−)から

H = ξ+b†+b+ + ξ−b†−b− (A.59)

と変換できる（これは皆さんも馴染み, Bogoliubov変換ですね）。この基底（Bogoli-

ubov変換後の基底）での松原 Green関数 G̃T
±(τ) ≡ −

⟨
Tτ b±(τ)b

†
±

⟩
/ℏは対角的で

あり, その Fourier変換は

G̃T
± (ωn) =

1

iℏωn − ξ±
(A.60)

となる。元の基底（Bogoliubov 変換前の基底）での松原 Green 関数 G̃T
±(τ) ≡

−
⟨
Tτai(τ)a

†
j

⟩
/ℏ ̸= GT

±(τ)は,行列式をD(z) ≡ (z − ξ1) (z − ξ2)−|∆|2（z = iℏωn）

として

GT (ωn) =

(
z − ξ1 −∆∗

−∆ z − ξ2

)−1

=
1

D(z)

(
z − ξ2 ∆∗

∆ z − ξ1

)
= G̃T

+ (ωn)

(
u2 uve−iϕ

uveiϕ v2

)
+ G̃T

− (ωn)

(
v2 −uve−iϕ

−uveiϕ u2

) (A.61)

最後の表式は

GT = UG̃TU†

とも表現できる（つまり, Green 関数も同じように変換される）。D(z) = 0 の解は

z = ξ± であり, Green 関数の極*24が系の固有エネルギー ξ± を与えることが分か

る*25。(A.61)の最後の表式を用いて, i = 1, 2の状態密度を求めると

ρ1(ϵ+ µ) = − 1

π
ImGR

11(ϵ/ℏ) = u2δ
(
ϵ− ξ+

)
+ v2δ

(
ϵ− ξ−

)
(A.62)

ρ2(ϵ+ µ) = − 1

π
ImGR

22(ϵ/ℏ) = v2δ
(
ϵ− ξ+

)
+ u2δ

(
ϵ− ξ−

)
(A.63)

*24 複素関数の正則でない点（特異点）の一種。
*25 もちろん, もともと対角成分しか持たない 1 基底の相互作用のない Green 関数 (3.55) も固有エネ
ルギーで極をもつ。
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であり*26 , u2 と v2 は ξ+ と ξ− のバンドに i = 1状態が含まれる割合*27を表してい

る。i = 2の場合は v2 と u2 がその割合である。

期待値 nij ≡ ⟨a†iaj⟩は, (3.56)からGT (ωn)を用いて nij = β−1
∑

n G
T
ij(ωn)e

iωn0+

で求められるので(
n11 n12

n21 n22

)
= f

(
ξ+
)( u2 uveiϕ

uve−iϕ v2

)
+ f

(
ξ−
)( v2 −uveiϕ

−uve−iϕ u2

)
(A.64)

全粒子数は n11 + n22 = [f(ξ+) + f(ξ−)](u2 + v2) = f(ξ+) + f(ξ−)である。係数を

具体的に表すと

u2 =
1

2

1 + ξ1 − ξ2√
(ξ1 − ξ2)

2
+ 4|∆|2

 (A.65)

v2 =
1

2

1− ξ1 − ξ2√
(ξ1 − ξ2)

2
+ 4|∆|2

 (A.66)

uveiϕ =
∆√

(ξ1 − ξ2)
2
+ 4|∆|2

(A.67)

Bose粒子系の場合も同様に求めることができる。

*26 相互作用のない系の遅延 Green関数は

GR
n (k, ω) =

1

ℏ(ω + iδ)− ξnk
　 =

(ℏω − ξnk) + iδ

(ℏω − ξnk)2 + δ2

であり, GR
n (k, ω)のスペクトル強度は, 正の無限小量 δ = +0に対して

An(k, ω) = −
1

π
ImGR

n (k, ω) (3.41)

An(k, ω) = δ(ℏω − ξnk) (3.43)

となる。つまり, GR
n (k, ω) のスペクトル強度が強い（δ = +0 では, 発散している）曲線が分散関

係 ξnk を表す。状態密度は

ρn(ϵ+ µ) =
∑
k

An(k, ϵ/ℏ) (3.44)

のように表される。2基底の場合は (A.62), (A.63)のようにスペクトル強度が uと v で混ざる。
*27 超伝導の BCSハミルトニアンでは, 電子とホールの割合を表していた。
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